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Аннотация 
В работе представлен подход к моделированию и визуализации поверхностей 

сложной формы при помощи интерполяционных кривых с наперёд заданными гео-
метрическими свойствами. В качестве интерполяционных кривых была использована 
модифицированная кривая Безье n-го порядка. Модификация дуги кривой Безье в ин-
терполяционную кривую возможна как с сохранением касательных, так и без. При со-
хранении касательных дуга кривой Безье сохраняет свои свойства дуги обвода и приоб-
ретает возможность прохождения через наперёд заданные точки. Рассмотренная мо-
дификация возможна в нескольких вариациях: универсальной, основанной на равно-
мерном распределении параметра в процессе модификации, и адаптивной, когда зна-
чения параметра адаптируются к исходным данным. Использование интерполяцион-
ных кривых позволяет реализовать частный случай метода подвижного симплекса, 
аналогом которого в системах геометрического моделирования и автоматизированного 
проектирования является операция по сечениям (или лофтинг). Отличие состоит в том, 
что в качестве образующей поверхности, вместо кусочной, используется непрерывная 
кривая. Для демонстрации работоспособности такого подхода приведены примеры мо-
дели поверхностей луковичного купола и вазы с использованием различных направ-
ляющих. Проведен анализ полученных результатов. Внедрение результатов исследова-
ний в САПР (CAD/CAM) позволит существенно расширить их инструментарий в части 
формообразования и визуализации поверхностей и тел, обладающих наперёд задан-
ными геометрическими свойствами  
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1. Введение 
В современных системах геометрического моделирования [1-3] и научной визуали-

зации [4-8] важную роль играет определение поверхностей, имеющих сложную форму. 
Традиционно, как отечественные, так и зарубежные системы геометрического модели-
рования выделяют 4 основные формообразующие операции: выдавливание, вращение, 
кинематическую операцию и операцию по сечениям (лофтинг). Первые 3 операции 
обычно классифицируют, как кинематические с различной траекторией направляю-
щей линии, которая может быть прямолинейной, круговой или произвольной. Отли-
чительной особенностью операции по сечениям является то, что направляющие линии 
– сечения, которые определяют траекторию движения образующей линии, могут отли-
чаться как по форме, так и по своему положению в пространстве. Операция формооб-
разования по сечениям широко используется при моделировании конструкций в авиа- 
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и машиностроении, а метод лофтинга часто фигурирует в отечественных и зарубежных 
научных трудах [9,10]. Тем не менее, все вышеперечисленные операции являются ки-
нематическими и могут быть обобщены методом подвижного симплекса [11, 12], суть 
которого заключается в использовании локальных симплексов для определения гео-
метрических объектов. Локальные симплексы, перемещаясь в трёхмерном простран-
стве, заполняют его аффинно-равными линиями, формируя таким образом непрерыв-
ную поверхность. Метод имеет обобщение на многомерное пространство и эффективно 
использовался для геометрического моделирования многофакторных процессов и яв-
лений в виде гиперповерхностей многомерного аффинного пространства [13]. При 
этом были разработаны специальные интерполяционные кривые на основе полиномов 
Бернштейна, обеспечивающие формообразование поверхностей и гиперповерхностей 
многомерного пространства методом подвижного симплекса в точечном исчислении. В 
результате проведения дальнейших исследований эти кривые были усовершенствова-
ны [14] для более эффективной адаптации к исходным данным и исключения незапла-
нированных осцилляций. При этом фактически происходит согласование значений те-
кущего параметра и расстояний между узлами интерполяции, что обеспечивает адап-
тацию интерполяционной кривой к исходным данным на нерегулярной сети точек. Та-
кой подход в некоторых случаях может быть эффективной альтернативой кусочной ин-
терполяции сплайнами, которые нашли широкое применение в системах автоматизи-
рованного проектирования [15, 16], компьютерной графики [17] и визуализации [18, 
19]. 

2. Определение интерполяционных кривых с наперёд 
заданными геометрическими свойствами 

Определение интерполяционных кривых в точечном исчислении изначально было 
реализовано на примере кривых Безье n -го порядка, которые аналитически опреде-
ляются полиномами Бернштейна. Идея заключалась в замене управляющих точек 
кривых Безье узловыми точками интерполяции путём составления и решения системы 
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) методом Крамера. При этом параметр 
распределялся равномерно, что обеспечивало необходимую замену точек. В случае 
равномерного распределения узлов интерполяции на регулярной сети точек такой 
подход давал существенный прирост производительности, поскольку позволял свести 
большую часть итоговых параметрических уравнений к линейным. Кроме того, линей-
ная зависимость между координатами (факторами процесса) и параметрами позволяла 
легко реализовать замену переменных. Вместе с тем, исходные точки (узлы интерпо-
ляции) далеко не всегда располагаются равномерно, что привело к необходимости ис-
пользовать неравномерное распределение параметра для определения адаптивных ин-
терполяционных кривых [14]. 

Рассмотрим метод определения интерполяционных кривых на основе кривых Безье. 
Исходя из этого, точечное уравнение дуги кривой Безье n -го порядка будет иметь сле-
дующий вид: 
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где M  – текущая точка кривой Безье, которая своим движением заполняет простран-
ство, формируя линию кривой Безье; 

i
A

1
 – управляющие точки кривой Безье; 

u  – текущий параметр, который изменяется от 0 до 1; 
u u1  . 
Для замены управляющих точек узлами интерполяции необходимо определить зна-

чение параметра u , которое соответствует каждому из узлов интерполяции. Примем 



эти значения, исходя из равномерного распределения значений текущего параметра 
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В соответствии с методикой, изложенной в [10], точки 
i

A
1

 заменяются на точки 
i

M
1
 

в точечном уравнении (1) путём составления и решения системы линейных алгебраи-
ческих уравнений. При этом принимается условие, что кривая проходит через точку 

i
M

1
 при определённом значении параметра 

i
u

1
. Таким образом, количество значений 

параметра 
i

u
1

 соответствует количеству точек 
i

M
1
. В работе [10] распределение пара-

метра принималось равномерным от 0 до 1, а в работе [11] – неравномерным и завися-
щим от координат исходных точек.  

Использование кривых Безье обусловлено особенностями определения коэффици-
ентов на основе бинома Ньютона для текущего параметра u  и его дополнения до 1, ис-

ходя из которого справедливым является условие  
n

u u 1  . Выполнение этого усло-

вия обеспечивает принадлежность кривой Безье к n -мерному пространству, что позво-
ляет обобщить интерполяционные кривые на многомерное пространство благодаря 
инвариантным свойствам точечных уравнений относительно параллельного проециро-
вания. Вместе с тем, дальнейшие исследования показали, что таким образом можно 
моделировать интерполяционные кривые, используя в качестве прообраза любые не-
прерывные кривые, параметризованные в точечном исчислении. 

В результате была разработана специальная программа в системе компьютерной ал-
гебры Maple [20] для определения точечных уравнений интерполяционных кривых. 
Программа реализована на внутреннем языке программирования Maple. Приведенный 
ниже листинг программы показан на примере определения точечных уравнений ин-
терполяционной кривой на основе кривой Безье n -го порядка в соответствии с мате-
матическим аппаратом, приведенным выше. 

restart; 
n:= 5; e:= 0; 
for i from 0 to n do 
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od: 
S:= {}: SA:= {}: SM := {}: 
for i from 0 to n do 
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od: 
R:= solve(S, SA); assign(R); 
collect(e, SM); 
В данном примере исходными данными является исключительно порядок кривой n , 

определяющий исходное уравнение кривой Безье. В первом цикле в зависимости от n  



на основе исходного уравнения кривой Безье формируются все необходимые уравне-
ния системы eq[i]. Второй цикл выполняет подстановку значений параметра u  на ин-
тервале от 0 до 1, в результате чего происходит составление и решение системы линей-
ных алгебраических уравнений с помощью оператора solve. Оператор collect для удоб-
ства дальнейшего использования выполняет сортировку полученного уравнения ин-
терполяционной кривой, представленной в точечной форме, где под точками понима-
ются координатные векторы. 

 Аналогичным образом задавая уравнения других исходных непрерывных кривых 
eq[i], параметризованных в точечном исчислении, можно получать на их основе точеч-
ные уравнения интерполяционных кривых.  

3. Моделирование поверхности луковичного купола 
В качестве одного из примеров применения интерполяционных кривых с наперёд 

заданными геометрическими свойствами, рассмотрим процесс моделирования поверх-
ности луковичного купола. Исходя из геометрических условий задачи (рис. 1) необхо-

димо чтобы образующая линия поверхности проходила через точки M
1

, M
2

, M
3

 и 

имела касательную M C
1 2

 в точке M
1

. Точка M
1

 является фиксированной, а точки M
2

и 

M
3

 – текущими, которые формируют замкнутые линии. Таким образом, образующая 

определяется двумя плоскими замкнутыми сечениями и точкой, в которой происходит 
касание образующей кривой с осью поверхности вращения. Для предотвращения са-
мопересечений поверхности купола необходимо выполнение условия касания образу-
ющей. 

Исходя из того, что необходимо обеспечить 4 геометрических условия (инцидент-
ность 3-м точкам и 1 касание), в качестве исходной используем дугу кривой Безье 3-го 
порядка, гибкости которой достаточно для обеспечения перегиба образующей линии 
моделируемой поверхности [21]: 
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Рисунок 1. Геометрическая схема моделирования поверхности луковичного купола 
 

Для каждой из трёх точек образующей M
1

,M
2

 и M
3

 принимаем следующие значе-

ния текущего параметра u , равные соответственно 0 , 0.5  и 1 . При этом предполагает-

ся, что сечение, содержащее линию M
2

, находится по середине. В случае, если оно бу-

дет располагаться выше или ниже, необходимо вместо значения параметра u 0.5  вве-
сти соответствующее значение. После подстановки значений параметра в уравнение (2) 
и решения СЛАУ, получим: 
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Под точками в уравнении (3) понимаются координатные векторы, обеспечивающие 
скрытый параллелизм в результате построения и визуализации поверхности. При ис-
пользовании параметризации соответствующие координатные векторы могут быть за-
менены дополнительными параметрами с учётом геометрических условий. В коорди-
натном виде уравнение (3) примет следующий вид: 
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Для определения линий M
2

 и M
3

 воспользуемся точечным уравнением эллипса с 

двумя сопряжёнными осями [20], как одной из наиболее простых параметризаций 

окружности в случае, когда сопряжённые оси 
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где 0;2     – текущий угловой параметр (рис. 3). 

В результате получим вычислительный алгоритм моделирования поверхности луко-
вичного купола, который предусматривает определение уравнений подвижных точек 

M
2

 и M
3

 с последующим построением образующей поверхности луковичного купола, 

которая описывается непрерывной кривой 3-го порядка, инцидентной 3-м точкам и 
имеющей касательную в начале дуги. Для визуализации полученной модели лукович-
ного купола воспользуемся системой компьютерной алгебры Maple (рис. 2а). Также, в 

качестве примера, проведём моделирование луковичного купола, у которого линия M
2

 

будет не окружностью, а синусоидой с осью в виде окружности (рис. 2б), алгоритм по-
строения которой и геометрическая схема описаны в работе [11]. При этом уравнение 
образующей остаётся неизменным. 

 

  
а) б) 

Рисунок 2. Визуализация поверхности луковичного купола: а) с окружностью в плоско-

сти O A B
2 2 2

; б) с синусоидой в плоскости O A B
2 2 2

 



 
Предложенным способом можно также проводить моделирование составных по-

верхностей купола (рис. 4), когда каждый из лепестков поверхности определяется ки-
нематической операцией движения образующей кривой 3-го порядка, проходящей че-
рез 3 точки и имеющей вертикальную касательную по двум окружностям, расположен-

ным в плоскостях O A B
2 2 2

 и O A B
3 3 3

. Желаемое количество окружностей необходимо за-

дать заранее, а их радиус вычисляется в зависимости от длин дуг направляющих 

окружностей A M B
2 2 2

 и A M B
3 3 3

 таким образом, чтобы поверхность луковичного купола 

была замкнутой. 
Пример элемента такой составной поверхности представлен на рис. 3. Алгоритм по-

строения этого элемента принципиально не отличается от геометрической схемы, 
представленной на рис. 1, и её аналитического описания, приведенного выше. Отлича-

ются только координаты точек M
1

,O
2
 и O

3
. Они уже не инцидентны одной вертикаль-

ной прямой. 
 

 
Рисунок 3. Лепестковый элемент составной поверхности луковичного купола 

 
Далее, для получения составной поверхности, необходимо произвести выполнение 

кругового массива полученными лепестковыми элементами (рис. 3). Для этого форми-
руется внешний цикл. Результаты этой операции представлены на рисунках 4а и 4б. 

 

  
а) б) 

Рисунок 4. Визуализация модификаций формы поверхности луковичного купола:  
а) с вертикальным лепестком; б) с закрученным лепестком. 

 



Следует отметить, что во всех случаях в качестве образующей использовалась непре-
рывная интерполяционная кривая 3-го порядка с касательной, которая является ми-
нимально возможной алгебраической кривой для обеспечения необходимой формы 
поверхности с минимумом геометрических условий и простейшим математическим 
аппаратом, основанным на использовании координатных векторов. 

4. Моделирование поверхности в виде чаши по сече-
ниям с синусоидой 

В качестве другого примера моделирования поверхности с помощью интерполяци-
онных кривых рассмотрим модель поверхности в виде чаши. Для сравнения результа-
тов построение модели поверхности чаши проведём 2 способами: с использованием 
непрерывных интерполяционных кривых, и с использованием сплайнов. В данном 
примере все горизонтальные сечения поверхности состоят из окружностей, кроме 

плоскости O A B
2 2 2

, которая задаётся синусоидой с круговой осью (рис.5). 

 

 
Рисунок 5. Геометрическая схема поверхности в виде чаши 

 

Уравнения точек M  M  M  M
1 3 4 5

, , ,  отличаются только индексами и имеют следующий 

вид: 

   j j j j j j
M A O B O Ocos sin      (4) 

Уравнение точки M
2

 – синусоида с круговой осью, описанная в работе [11]: 
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 (5) 

где m -количество «волн» синусоиды, а угол   в данном примере равен 
2


. 

После определения уравнений направляющих линий, для построения модели по-
верхности, необходимо подставить уравнения (4) и (5) в уравнение образующей интер-

поляционной кривой, проходящей через 5 узлов интерполяции 
i

M : 



 

u u u u u u uu
M u uu M u u uu M

u u u u u u uu
u u u u uu M uu M u u u M

3 2 2 2 2 3
4 3 3 3

1 2

3 2 2 2 2 3
3 2 2 3 3 3 4

3 4 5

13 13 16 64 16
3 3 3 3

12 40 12 16 64 16 13 13 ,
3 3 3 3

   
           
   

   
              

   

 

где u  – параметр, изменяющийся от 0 до 1. 
Следует отметить, что данное уравнение непрерывной интерполяционной кривой 4-

го порядка, проходящей через 5 узлов интерполяции, получено с помощью специаль-
ной программы, реализованной в системе компьютерной алгебры Maple, листинг кото-
рой приведен выше. 

Результат моделирования искомой поверхности представлен на рис. 6а. А на рис. 6б 
представлен результат моделирования поверхности чаши на основе той же геометри-
ческой схемы (рис. 5), в которой в качестве образующей, вместо интерполяционной 
кривой, использовался сплайн 2-го порядка гладкости, формирующий составную 
сплайновую поверхность. Как видно из рис. 6, модель на основе интерполяционных 
кривых наследует следы «волн» синусоиды до самого основания поверхности, в то 
время как сплайновая поверхность во всех 4 сечениях сохранила форму окружности, а 

следы «волн» сохраняются только на участке между плоскостями O A B
1 1 1

 и O A B
3 3 3

. 

 

  
а) б) 

Рисунок 6. Визуализация модификаций формы поверхности вазы: а) с образующей не-
прерывной интерполяционной кривой; б) с образующей сплайном 

 
Таким образом, результаты моделирования двух вариантов поверхности вазы доста-

точно сильно отличаются друг от друга, а выбор между использованием интерполяци-
онных кривых и сплайнов может быть сделан на основании тех геометрических 
свойств, которыми должна обладать моделируемая поверхность. Учитывая возмож-
ность управления геометрическими свойствами непрерывных интерполяционных по-
верхностей, возможно комбинированное использование вместе со сплайновыми по-
верхностями. Кроме того, непрерывные интерполяционные дуги обвода могут быть ис-
пользованы для уменьшения «кусочности» составных кривых линий. 

5. Заключение 
В результате проведенных исследований можно сделать следующие выводы: 
1. Представленный в работе процесс моделирования поверхностей методом по-

движного симплекса в точечном исчислении с учётом возможности обобщения на мно-
гомерное пространство является развёрнутым аналогом операции по сечениям (опера-
ция лофтинга), которая получила широкое распространение в системах автоматизиро-
ванного проектирования и визуализации. 



2. В качестве образующих линий таких поверхностей могут быть использованы как 
непрерывные, так и составные интерполяционные кривые, что показано на примерах. 
Выбор метода интерполяции зависит от условий конкретной практической задачи. По 
нашему мнению, непрерывные интерполяционные кривые также, как и кусочные, об-
ладают необходимой для систем автоматизированного проектирования универсально-
стью и могли бы дополнить их инструментарий наряду со сплайнами. 

3. Приведенная в работе программа определения точечных уравнений непрерыв-
ных интерполяционных кривых с помощью координатных векторов показана на при-
мере использования в качестве прототипа кривых Безье. Но после незначительных мо-
дификаций, как показано на примерах, эти кривые могут быть адаптированы, как к ис-
ходным данным, так и к необходимым геометрическим условиям, что значительно 
расширяет возможности их использования в САПР. 

4. Предложенный подход к моделированию поверхностей сложной формы преду-
сматривает обобщение в сторону параметризации геометрических тел как трёхпара-
метрических объектов, принадлежащих трёхмерному пространству [22]. 

5. Учитывая, что реализация любых инструментов сложного формообразования в 
САПР требует достаточно большого количества вычислительных ресурсов, особенности 
и преимущества точечного исчисления, с учётом скрытого параллелизма, могут обес-
печить значительный прирост производительности для обеспечения проектов, содер-
жащих большие объёмы геометрических элементов. 
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Abstract 

This article presents an approach to modeling and visualizing surfaces of complex shapes 
using interpolation curves with predetermined geometric properties. A modified Bezier curve 
of n-order was used as interpolation curves. Modification of a Bezier arc into an interpolation 
curve is possible both with and without preserving tangents. When preserving tangents, the 
Bezier arc retains its properties as a contour arc and acquires the ability to pass through pre-
set points. The considered modification is possible in several variations: universal, based on 
the uniform distribution of the parameter during the modification process, and adaptive, 
when the parameter values are adapted to the initial data. The use of interpolation curves 
makes it possible to implement a special case of the moving simplex method, an analogue of 
which in geometric modeling and computer-aided design systems is the section operation (or 
lofting). The difference is that a continuous curve is used as a generating surface instead of a 
piecewise one. To ensure the functionality of such a connection, we give examples of models 
of the surface of an onion dome and a vase using various guides. An analysis of the obtained 
results was carried out. The introduction of research results into CAD/CAM will significantly 
expand their tools in terms of shape formation and visualization of surfaces and bodies that 
have predetermined geometric requirements. 

 
Keywords: geometric modeling, surface, interpolation curves, moving simplex method, 

shaping operations, section operation, lofting. 
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